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Les exercices marqués d’un £9% sont a faire en priorité, ceux marqués d’un €t sont des exercices complémen-
taires, & faire pour aller plus loin.

£9 Exercice 1. Des équivalences conformes.
On note S, := {z € C*: |arg z| < a} ou 0 < @ < 7. Démontrer que les fonctions holomorphes suivantes sont
des équivalences conformes, et expliciter leurs inverses :

1.

2.
3.

4.

5.

La transformation z — ¢

12 de D vers H.

Pour 0 < a3 < 7, la fonction 2 — 27 de S, vers S,s.

La transformation de Koebe K (z) = =z de D vers C\ ] —o0,—1/4].

La transformation L(z) := log (}fi) de D vers {w € C : |Sw| < 7/2}.

La transformation de Joukowski J(z) =1 (24 1) de C\ D vers C\ [-1,1].

£ Exercice 2. Unicité dans le théoréme de la représentation conforme.

1.
2.

Démontrer qu’il existe un unique biholomorphisme ¢ de D qui vérifie ¢(0) = 0 et ¢’ (0) € Rsp.

Soient U, V' deux ouverts simplement connexes de C biholomorphes a D, v € U,v € V. Démontrer qu’il
existe un unique biholomorphisme f : U — V qui envoie u sur v et vérifie f'(u) € Rsy.
SiV =D,v =0, on appelle ﬁu) le rayon conforme de U en u, noté R(U,u)

Calculer les rayons conformes suivants :
(a) R(D(0,7),0), R(D(0,2),1),
(b) R(H, 1),

(¢) R(U,0) avec U = C\ | — o0, —1] U1, 4+o0].
Indication : pour trouver une équivalence conforme dans ce dernier exemple, on pourra penser d la
transformation de Joukowsks.

£9 Exercice 3. Biholomorphismes entre couronnes.
On pose C(r,R) = {z € C:r < |2| < R}.

1.

Soient 1 < Ry, Ro et supposons qu’on a un biholomorphisme f : C(1, R;) — C(1, Rg). Démontrer que
quitte & considérer Ry/f, on peut supposer que |f| — 1 quand |z| — 1 et |f| = Re quand |z| — R;.

. En déduire que la fonction harmonique log | f| — 12652 1og | 2| s’étend au bord de C(1, Ry) et y est nulle.

log(R1)

En considérant une détermination locale du logarithme de f au voisinage de 1, démontrer qu’on doit
avoir, au moins sur un voisinage de 1 dans C(1, Ry), f(z) = Cz® ou on spécifiera a.

Démontrer que si o ¢ Z, il n’existe pas de fonction holomorphe sur C(1, R) qui vérifie f'/f = 2.

. En déduire une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une équivalence conforme de C(ry, Ry)

vers C(ra, Ra).

Expliciter les biholomorphismes de C(r, R) et démontrer que le groupe des biholomorphismes est isomor-
phe au produit semi-direct
U x {£1}.

TMerci a4 Hadrien et Louise pour ce phoque et ce raton-laveur en Tikz.



Exercice 4. Fonctions harmoniques.

On rappelle que z — z}fﬁ est une équivalence conforme entre D et H.

1. Trouver une équivalence conforme de {R(z) > 0} vers {—7/2 < §(z) < 7/2}.

2. Trouver une fonction harmonique u sur D qui vérifie u(z) = —1 quand z — ¢ si || =1, () < 0 et
u(z) = 1 quand z — ¢ si |¢| =1, (¢) > 0.

Exercice 5. Représentations conformes entre rectangles.

On admet le théoréme suivant (qui sera prouvé dans un TD futur).

Théoréme (Principe de réflexion de Schwarz) :

Soit Q C C un ouvert symétrique par rapport & R. Supposons que f est une fonction continue sur QN{¥(z) >
0}, qui prend des valeurs réelles sur Q N R et est holomorphe sur O N {S(z) > 0}. Alors il existe un unique
prolongement holomorphe de f a €, donné par f(z) = f(z).

Soient R;, Ry deux rectangles dans C et ¢ : Ry — Rs une équivalence conforme, s’étendant aux bords et
qui envoie les coins de R; sur ceux de Rs.
Démontrer que ¢ s’étend en un biholomorphisme de C, c’est-a-dire qu’il existe ¢ : C — C biholomorphisme

tel que ¢ = QP|g, -

Exercice 6. Les polynomes de Faber
Soit K un compact connexe du plan ayant au moins deux points et tel que Q@ = C\ K soit connexe. On
suppose pour plus de simplicité que K contient 0.

1. Montrer que Q est biholomorphe & D\ {0}, puis & C \ D.
2. Expliciter une telle représentation conforme dans le cas ou K = [-1,1].

3. Notons ®:  — C\ D la représentation conforme obtenue. Démontrer que ® a un pole simple & 'infini.
On définit alors le n-iéme polynome de Faber associé a K, F,, comme étant la partie polynomiale de "
ie.

Fo(z) =®(2)" + O (1/2).
4. Calculer les polynomes de Faber dans le cas K = ID(0,r) avec r > 0.

5. Démontrer que pour z € K, et n’importe quel contour simple C! par morceaux dans 2, on a
L[ o))"
Fo(z) = — dc.
n(2) = 5 L 2 ¢

6. Soit ¥ D’application réciproque de ®. Démontrer que si z € K et  est un contour dans €2 tel que

w] > sup, [ (y(£))], alors -
Vw) 1 1 1
U(w) — 2 _%[yg—zw—é(g)dc

et en déduire que pour tout |w| > 1, on a
U'(w) 3 Fa(2)
U(w) — 2 wntl
n=>0

avec convergence uniforme sur |w| > 1+ e.

7. Si U est un ouvert connexe contenant K et si f € O(U), montrer que f se développe sur K en série de
polynémes de Faber associés & K et que cette série converge uniformément sur K.



